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Известно, что в оптимызацпоныой модели с управляемой динамикой
капитальных вложений свойства решений существенно зависят от экзо
генно задаваемых продолжительности периода и конечного состояния эко
номики (т. е. производственных фондов на конец последнего года п ин
вестиционного задела, обеспечивающего ввод фондов  в последующие го
ды). В приицппе необходимость определенпя конечных условпи н (или)
^  ̂ ^ ^ обойти, рассматривая оптимизацию на беско-

модель имеет стационарные решения
то начальный участок

математического программирования,
взяты соответств^тощие

терминальных цен можно
нечном временном интервале: если
и они асимптотически устойчивы,
аппроксимируется решением задачи
у которой в качестве конечных условий (пли цен;

оо-траектории

г. -,
стационарные векторы Такой подход развивался, например, в [1] при-

^  ̂ ,«чхтпФпяплевым моделям с воспроизводимыми
менптельно к замкнутым межотраслевь аналогичный ана-

факторами производства. В "^^„изацней соотношения дотребле-
ЛИЗ модели рамсеевского тппа (с оптим

ние - накопление и существование стационарных
Изучаются условия , „.,очпх траекторпй, удовлетворяю-

траекторий и сходимость к ним всех к
щих условиям оптимальности для моделп

в

т-0

6

т-0

Т-О
ф,= Ф<-1

(1)

(2)V1+Т)

(3)

  баланса производства п распределения про-
* Предполагается, что в параметрах связи. Например, считая, что Mt=

дукции (1) учтены также внешнеэкон

векторы экспорта и импорта; М ~ диагоналъ-Elгде=M(Mt+Zt), Et= , Mt -

● е — вектор структуры^ экспорта, имеем: Al=
М\ Со~{1-~М)со\ ci=

t

пая матрица удельных весов импорта,
^(1’~М)(Аь+ет(1-М)-^), где m - диагональ
= (/-М)сь
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CtZ.^L (4)ti

где т=0, . . . , 0 — индексы лет; переменные (неотрицательные)
п-вектор валовых выпусков; Oj—тг-вектор производственных фондов

отраслей на конец года ^; 7t—?г-вектор прироста производственпых  фондов,
строптельство которых производится в интервале 6, .  . . , i; Cf—тг-вектор
потребления (включая непроизводственные капитальные вложения); Lt —
среднегодовое число занятых; параметры: тгХтг-матрица текущих за¬
трат (включая амортизацию основных производственных фондов);

—/гХ?г-матрицы инвестиционных затрат ио годам т строительного цик-
Р — диагональная тгХ/г-матрица среднегодовой фондоемкости;

диагональная тгХ?г-матрица коэффициентов пересчета вновь вводимых про
изводственных фондов в среднегодовые; ij)t — диагональные ?гХ?г-матрпцы
распределения по годам ввода новых производственных фондов;
?г-вектор среднегодовой трудоемкости.

Эта модель близка к предлагавшимся в [2, 3]: соответствующие моде
ли получаются при Вь, где Ot — диагональные тгХтг-матрицы ко¬
эффициентов распределения капитальных вложений по годам строитель
ства, и фо=/; tfix=0 при т>0 пли и б=/.

Соотношения (1) —(4) дополняются условием экспоненциального роста
трудовых ресурсов (с учетом нейтрального технологического
Харроду)

ВL, X

ла; о —

Сь-

прогресса по

Lt=a‘L, (5)

п критерием оптимальности

C',= (co+c,'y,)L,, 'уф
-t

(6)max*,

где а темп роста; р дисконт; Со и Cj — тг-векторы пижпсго уровня и
структуры дополнительного потребления па одного занятого; —
личина удельного потребления сверх нин^него уровня

В данной работе модель (1)-(6)

ве-

прпводится к стандартному виду п
вводятся^условпя оптимальности Г-траекторпй; затем формулируются ус
ловия, ооеспечивающие существование
состояния. Далее доказывается

II единственность стационарного
сходимость к нему произвольных траек

торий, удовлетворяющих при Т=оо условиям оптимальности (для ^=1),
следуя плану, принятому в [5—7], т. е. определяя грань Неймана н уста-
навлпва.я, с одной стороны, сходимость к ней всех хороших траекторий п,
с другой, ̂ сходимость траекторий, идущих по неймановской грани, к ста
ционарной. Отличие от [5—7] состоит в том, что условия сходимости фор
мулируются непосредственно в терминах параметров рассматриваемой
(весьма частной; модели (1) —(6). Из-за многогранности технологического
множества данной модели ее траектории выходят на неймановскую грань
(т. е. неравенства (2) и (4) обращаются в равенства, начиная с некото
рого Т), которая в регулярном случае содержит только стационарный

В  заключение на основе (1) —(4) строится замкнутаявектор,
модель с заданным темпом роста а.

* в смысле [4], т.е. limsup у
Т-*ео

ДЛЯ любой траектории т/ (1) “-f

t—i

началом (Фо, Fj,. . ., Fe, Lq).(6) с тем же

I
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1. Условия оптимальности. Огранпченпя (1) — (6) запишем в форме

(7)CjiZif »+l

тде

*  ● ● J^L, 0-1 ^L, 0[Al — I Bl . 0

F — Cfll^o —O''l|’0-1 —О"ф0

● — $0-1 — $0— toI=
I

1

I

I
(8)

I

JJ

. . ,У^e)LГ^/V==(0+3)?i; zt={Zt, Oi, V
Bcexi^O, T=O, . . . ,0); C.= (C^,0);

t. 0, ●

дляf+f
— квадратные матрицы порядка
(здесь по определешпо: ТЛ,
со=(со, 0); ci=(ci, 0)-iV-векторы.

max при
Рассмотрим на траекториях (7) задачу.

t=i

п тт ттихтальном состояшш 2о. Для оптимально-
заданных конечных ценах т достаточно существование неотрп-
сти траектории (z ,, необходимо и Aociaiu у

удовлетворяющих вместе с{Wi)L
г-1

1»<=0 ?траекторий {Pt)цателыгых

(z<, 'Y«)t* соотношениям -(f+i) (9)Р^с^Щ

=i5f(a"‘5NZr-co)+ТУг+1 (10)

^ (VP—7^(-iCo)+a ^^’oSjfZo^min

на траекториях {Pt-u VP()/, ibime щ
фикспроваппом Рт, является совпадают [8, стр. 178]. Кроме
следовательно, пх оптимальные детворяющпх (7) п (9), условия
того, для любой пары траектории, каждом г=0, . . .

(сй (после умножения их соответ-
. . . , Г-1, очевидно, вытекают из ’.отношения по i=0, . . .  , Г-1, имеем
ственно на Pt и 2<+i). Суммируя эти

при i=0, . . . , Г—1.Действите.чы10, задача

тг
p_iCo)+a'‘PoPwZo, откуда получаем (10)

Y^-i,r‘+^-'PrB,zrsYj

Согласно (10), выражение, стоящее в левой
“■ вектором (z,+i, "fi+i), удовлетворяющим

минимизируется (Р(, TP<+i),
) и каждом i=0, . . . , Г—1.1+\

для оптимальных траекторип.
(правой) части, максимизируется
(7) при фиксированном Zt 5

(9) при фиксированном Рудовлетворяющим
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Л^-вектор Pt можно интерпретировать как {pi, qi, pi, о, . . ● е), где pt —
цены продуктов; дг — прокатные оценки фондов; ^ — цены фондов на
определенных стадиях строительства; Wt (скаляр) — ставка заработной
платы.

Для автономизацип системы (9), (10) следует перейти к днсконтпро-
ванным переменным: upi==Wt^‘, так что получается

piA.ti'\~Wi+iCN^= (сс^) Nl

(И)
7,+1+(ар)

Траектории (z,, р,, Wt^Cj
мет изучения.

2. Стационарные траектории. Полагая в (7), (И): (z^, р,, w,+i) =
= (z°, P\ при всех t, имеем

(^jv— z“+Co+CiY°=0,

p° {A„~ (ap)

Т'=.Р“( (P'l) (ap)-*5^r-Co) +и^“.

Отметим, следуя [9], что (z“, 7”), удовлетворяющие вместе с {р°, w°)
условиям (12) —(14), могут быть найдены из уравнения (относительно

=‘pt{<X ^ByZt—Co)-^W

системы (7), (И) п составляют пред-

г + 1-
(S'

(=е

(12)
Р%^1, (13)

(14)

r€Argmax(7: (^^-(ap)-fi;,)2+ca^(P-l) (аР)-‘5„Г-Сс, C,-z^i),

а (р®, tv°) — из двойственной задачи

Р((р—1) (ар) ‘Sjvz“—c®)+w;-»-min

по (р, ю)Ш0: p{Af,~{a,^)-*Bj,)+wC„^0, pci^i.
В частном случае, при Р==1, уравнение для (z®, 'у'*) переходит в задачу

линейного программирования: f-max по (Г, f), удовлетворяющим (12).
выполнении определенных предположений о параметрах модели (1) —

(6) ее единственная стационарная
чения параметров.

Теорема 1. Пусть выполнены следующие предположения.
I. матрица Аь - продуктивна, т, е. существует (/-^i.)“‘^0.

траектория явно выражается через зна-

II. {I-Ab)-'Bi.P>{),zde
т>=0

где Ь{а)^{1~Аь)-^Вг.{а)\~^{а){б{а--

I9i,(cc)=^ а^В
ТкО То.0

спектральный радиус L.
IV. «Р^1 и (ap-l)<0^(L(ap)))~‘.
V. Сь>0, Са^О, с,>0, Cz.5(a)co<l,

X{I-Az)-'-
VI. Пусть по определению

где 5(a)^(/-(a-l)L(a))-’X

^°=(Cz.5(aP)c,)-‘,
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V=(ap-l)“V-

(15)

Предположам, что векторы

(+(а^)-‘/>и т^2), т=1, ...,е, (16)Р*°=РоЧб(ар—1)+/)-ф ,т-1т-1

положительны.
Тогда система (12)-(14) с An, Bn, определенными в (8), имеет един

ственное и положительное решение (z°, 'Tf“; р°, ш°), вектор {z°, 'if‘’) = (z°,
/^ Уо°,. . . , 1^0°; "f”) рассчитывается по формулам

f={i-CLS{a)Co){CLS{a)Ci) \

z°=S{a){co+c,f),
(17)

f=a(o(a-l)+/) Pz\
i;,«=a(^-‘)(a-l)^-4a)A 'г=0, . . . , 0,

a вектор (^’’, w°) = (p°^ q°, /?o“, ■ ● ●» w°)~no (15), (16).
Доказательство. Заметим, что из предположении I-IV вытекает

существование и положительность матриц о(а) и о(<хр) tl0i стр. 141J.
Вектор, определенный (15), (16)» удовлетворяет условиям (13) как ра
венствам, при этом из V следует, что Р°, Я > А положительны. Поло
жительность (р\ w'^) и условие (14) влекут равенства в (12), отсюда име
ет место (17) для (z°, 7°). Поскольку (z°, ограничения (13) могут
выполняться только как равенства, так что (15), (16) — единственно воз
можные. Теорема доказана. ■ тт

Остановимся на пнтерпретацип условии теоремы. Предположения I,
II стандартны (ср. с [1]); III означает, что экономика достаточно про
дуктивна для обеспечения полной занятости при ненулевом нотребленни

росте трудовых ресурсов с темпом а Пусть а - панбольшее значение,
УДов.,етворяющее ycaoLo а»-1=(Х(М«.) ‘ (“,™'«зать, что оно
существует, если ^полнены I, П п это максимально

возможный (так называемый неймановский или гарантпрованный по Хик-
условиях стационарности их структу-

. В III утверждается, в частности.

и

су темп воспроизводства фондов
ры), при этом потребление равно нулю
что а«х». Такое является н наибольшим значением темпа дисконтиро
вания цен, прц котором существует их стационарный вектор, обусловли
вающий стоимостной балам затрат и выпуска для каждой отрасли (при
нулевой ставке заработной платы).
В частности что аЗ<а° (т е 5 не слишком велико) условие существо-

ыниыи, ню ар-^а 1,т. е J; щ<>) в которой стоимость выпускавания системы цен (с положительным п ^
каждой отрасли равна стоимости затрат (включающих текущие затраты,
плату за ф^ды и заработную плату) и таким oбpaзo^ц достигается рента
бельность всех отраслей. Матрица 5(a), пере
хода от данного вектора потребления с ^ 5(a)с,
обеспечивающим это потребление, а такн1е тТп п ’
стационарною роста со структурой ^ и темпом ^ Предположение V озна
чает, что производительность труда достаточно высока, чтобы при таком
росте поддерживать потребление на уровне, несколько превосходящем Сп.
Наконец, VI налагает ограничение на временную структуру инвестицион-
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т:тт,ту матриц , и "фт, состоящее в том, что капитальные затраты должны
строго предшествовать во времени их результатам (вводам основных про
изводственных фондов). Так, из положительности pi°,
ро°(б(ар— о, следует, что стоимость фондов, вводимых в по
следнем (т=0) году инвестиционного цикла, превышает (во всех отрас
лях) стоимость вложений в эти фонды в том же году, т. е. она включает
также стоимость затрат предшествующих лет; аналогично интерпретиру
ется требование положительности при других т.

Отметим, что в отлпчие от подобной модели с гладкой производствен
ной функцией (например, [11, стр. 489]) в данном случае натуральные
показатели равновесия, (т. е. уровень потребления  а также векторы
2°, f°, Vt°) не зависят от дисконта р.

3. Хорошие траектории. По определению [4], траектория (z,,

т. е. условия:

9

системы (7) — хорошая, если inf V ('|,-"(‘’)р
т

-t

t^i

Лемма 1. Пусть (z<, 7,+,; р,, — траектория (7), (11) с ограни¬
ченным ^~*ptBNZt, тогда {zt, Yf+i)o” — хорошая траектория.

Доказательство. Так как {zt, Z(+,; "fi+i) = (z°, z°; "f°) удовлетворя-
(7), то f+(c^?^)~'Pt^Az°^p,{a-^B^■z°-Co)+w

(ctp) "‘p,+i5,v(2“—z,+,) (Zi—z*’)

для траекторий (7), (И). Суммируя (18), имеем

иет г+1>

(18)

г

^ (-r.-Y”)P-'a(aP)-‘p.S„(z,—z°)*fp“*'(ap) ^PtBk{z°—Zt),
t=i

что не меньше, чем — ((а^) ‘ро5лг°Ч-Л7), где M^^~^p,ByZt при всех
^ оо. Лемма 1 доказана.

Подставляя в (11) стационарные значения р",

Y,+i=p“(a“’Z?.v(z,-p-‘2,+0-Co)+^'>.
Г-траектория (7) называется неймановской [7], если она удовлетво-
- (19) при i=0, . . . , Г-1.
Лемма 2. Пусть р = 1 и {(z^+t, T'+t)J=o} ~ носледователъпостъ Т-отрез-
хорошей траектории, i=0, ,. . , 00. Тогда предельные точки (zt*, 'уГ)Т=о

W , получим
(19)

ряет

ков
этой последовательности—Т-шаговые неймановские траектории.

Доказательство. Для произвольной траектории (7) выполняется
соотношение: ^t+i=P (a~^‘^w(z<—z,^.,)—co)+u?°; оно следует из того,
для (Г<1 y^t+i) = \P\ р®; U?®) имеет место (9), а неравенство
N. . ^-\-oT^Pt+i^HZi+i=Pt{(x ^BtrZt~CQ)-\-Wi^i для любых (z,, Zt+i; ^t+i)
и ipt Г<+ь iVi+i)-> удовлетворяющих соответствепно (7) ц (9), отмечено
выше в п. !● Поэтому б^+i 6(z/, z,+,; Y«+i)=~(7<+i~r°{o^' ^B}n{zt—ZiJ^\)~
_^^)-{-к;'>)^0. Поскольку T<+i-f=a-y5^-(z,-z,+,)-S

что

тоi+l>
т

^ iv~f) (Zo-Zt)-^
(20)=а~^р°В б(.N

(=1 (=1

Из (20) вытекает сходимость ряда ^б,, т ; i, + i)^0 при. е. 6(z,, Z f+ij

1=1

. Лемма 2 доказана.t 00

J
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4. Иеймаиовскне траектории. Полон-сительность р°  п w° влечет вьшол-
нение ограпцчепий (7) как равенств для неймановских траекторий. Под-

ПОЛуЧПМ ^Zj+i+Co+
В —В —с ip°BtT,

Yt+i из (19)ставляя в эти равенства значение
+Ci{iv°—p'^Co)=a~'Bzt, Сл-2(+1=1, где Л=Лл-—(ap)"'cip''5
так что неймановская траектория имеет представление Zt=z°~^Zi'. Здесь
(z/) — траектория системы

Л-,

C^fZi+i—0.Azf+i—a ^Bzi , (21)

%А—В — несингулярный
J, ^ выполнено предположение регулярности, форму

лируемое в тексте доказательства. Тогда для любых а>0 и е>0 сущест
вует Ti такое^ что для траекторий (2j)o^ системы (21) длины Т^2Т^ уело
вия \zo\^a, \zt ^а влекут |zj |<8 7ipu t=Ti, . . ., Т—Т^ (ср. с [7
стр. 736]). „ . А п

Д

det(A^-.5)^0 [12].
пучок матриц, т. е

оказательство Несингулярный матричный пучок аА—В имеет
L,=PAQ, U=PBQ, где I,,=diag (7„.(0),. . .

hp G); Л (? —невырожденные матрицы;

Лемма 3. Пусть .
и

каноническое представление
.. . , 7„ J (0), 7), La=diag (7„„ . .
здесь 7„ h{V), Gs ~ соответственно единичная матрица, жорданова клетка
II матрица в жордановой нормальной форме порядка  s [12], так что си
стема (21) эквивалентна

● 1

7=1,. .. , г,
(22)

CkQui+i 9,=а ^Gu.Ut + l

где и^(и\ . . . ,и‘, u)=Q~'z. Рассматривая (22^
^/V-1, имеем w,-’=0, 7=1, . . ., г, II 2,=(?(G/ct) Ко, t-T_ {N 1), где Q
матрица, составленная из столбцов, соответствующих и, ко определяется
из условия <?-‘zc = (0, «о). Пусть 5,-иабор_столбцов матрицы Q соответ
ствующих г-му диагоиальпол^ блоку G, а м.-
пространство, натянутое на Qu не содержится в ^ ~
то равенство_Сл^(С/а)'щ=0^где возможно только, если к,-(0)-0.
Поэтому z.=^(G/a) V где Q составлена из векторо^в, для которых линей-

CyZ=0; G и и — соответствую-гиперплоскостпная оболочка Qi ле?кит в
щпе блоки G и йо.

Введем предположение регулярности.
равных по модулю

модули собствеппых чисел
а,чисел.

Блок _имеет собственны^

тогда s^=5i(^i/a)'uo‘+52(G2/a)“‘’''''“C’ ^ , ч_, ^
Gi меньше, а Ga — больше а, так что (Gi/a) V TTwtt, Т' ^
Из следует \u,\Sa!\\Ql i=0 яяя *=£; ПУ-ь Г таково что

оо.

WDir *II 1 »т 11 <<0/о *>т' я таково,что ||у(Бг/а) II Мг <е/_; при
lg(Gya) |1 |по |<е/2 npii/sr ,ai ^ /V-1). Лемма 3 доказана.
1^1 , тогда можно взять ii=niax » \=,\

Ниже постоянно предполагается ято Р ^^^ j_Yj* „ дополнительно
Теорема 2. Пусть вътолнены „т^пгтыр копии % с \%\—гу
VII . Полипом ietiPiX)) ^^^тс:1Тло1е

и если такие корни существуют, то оля у ь ь. ,
здесь пХп-матрица

G не

'+

требованием Cl>0 (обозначается V'); предположе* Предполоячеште V усилено
ние IV при Р=1 совпадает с III.
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е

+а-1) (^w)f‘(W(ea-i)+/)-‘i?;
t=i

Zy. — ненулевое решение уравнения Р
Тогда для хороших траекторий {zt, Y<+i)o“ системы (7) (гг, следова

тельно^ для траекторий (2,, Yt+t; Pi, u>j+i)o” системы (7), (11) с ограни
ченным ptB^Zt) выполняется (zt, Y°) при

Доказательство. Согласно предположению V\ последоватоль-
ность {(zj+T, Y<+^)J=o ) Т’-отрезков траектории (7) ограничена; значит, она
имеет предельные точки (zt‘, Yt')J=o’ которые являются неймановскими
траекториями, если исходная траектория (zj, Yf+i)o“ хорошая.

Траектории z/=2v’—z“ удовлетворяют системе (21). Из предположе
ний I—VII следуют все условия леммы 3: действительно, корни полинома
det (Я.И—5) являются также корнями dct(P(X)), так что матрица
aA—B=aAy—Bs невырождена (так как Р{а) певырождена вследст
вие III) и ЛИ—S — несингулярный пучок; условие регулярности следует
из VII; ограниченность Zo' и z/— из V. Поэтому для данного е/2>0 су
ществует Ti такое, что |zr/|<e/2.

Пусть Т' таково, что max |zf+x—z/1 <е/2 при всех тогда при

t^T—T^'^Ti выполняется |z(—z‘’|<e. Теорема доказана.
Следствие. В предположениях I—VII траектория (7), (11) с ограни

ченным PiBnZi оптимальна.

Доказательство. Пусть (z/, Yi+i)o — траектория (7) с тем же
г

началом Zo. Если она плохая, то -т»
(«1

Если же она хорошая, то z/-»-z°, и из неравенства
—оо.

У', (Y/-'Y<)=“~‘PA(2r-Zr') вытекает

г

li^m 8прУ^ (Т( limtx"‘^pT5jv(zr—Zr')=0.
T-vtnl

В частности, стационарная траектория (z°, y°) оптимальна.
5. Условие (19) при больших t.. для хороших траекторий. Если

(zt+i, входящий в (7), (11), положителен, то ограничения (11) вы-
(12)
= pt(^7/Z®+ciY°)“bf+iполняются^как равенства. Отсюда Р((а“'5л'2“—Co)+w

+Wt-i.iCn'ZQ = (ptANAwt^iCy,) z° ~ Y°+a“'p,+iS
Y,+i) влечет

..0 T.
(z

e. положительность-

Y^+a ‘p,+ (a-‘5,vz“-co)

Подставляя (23) в (11) (с равенствами), получим: p,^'+y“C.v=
=a-^Pi+iS', J3,ci=l, где А =Лд-а-‘5яг"С„+соС^, B'^By,-Br,z°Cy^. Анало
гично (21) имеем представление р«=р°+р/ для траекторий, удовлетво
ряющих (23), где {рП - траектория

(23)-м-

системы

pUiB\ р/с,=0.
-1

(24)
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Теорема 3. При I'—VII* и дополнительном предположении
VIII. det {ХА'—В') имеет только простые корни X с |А. |=а, и если та

кие корни сущ.ествуют, то для них р^с,^0, где — первые п компонент
вектора рх, рх{ХА'—В')=0** траектории (zt, ■yt+i; pt, W(+i)o" системы (7),
{11) с ограниченным ptBuZt удовлетворяют условиям (19), (23) при всех
достаточно больших t (так что ограничения (7), (11) выполняются
равенства). / о о\

Для доказательства применяется теорема 2 (из (г<, ^t)-^{z , у )
ет (zt, 'Yi)>0 при достаточно больших t), а затем лемма 3 к системе (24).
Положительность {pt, Wi+i) влечет выполнение ограничении (7) как ра
венств, а также условия (19), которое выводится аналогично (2о).

Следствие. Пусть в дополнение к П—VI справедливы предположения.
Vir. Уравнение det (Ы-5)=0 не имеет кратных (не P^ix ^лю)

корней; из (XA—B)z=0 вытекает Clz^O, где z первые  п к

'"^^Vim’Уравнение det {А'-ХВ')=0 не имеет кратных (не равных нулю)
р{А'-ХВ')=0 следует (см. VIII), ,^  ' /^7 выполняется z,=z , pt—p .

тогда (1) — (4)

как

корней; из
Тогда сугцествует такое Т, что при - , ч\т ●
6. Замкнутая модель. Пусть в (I) в'отлнчие от [3] она

становится замкнутой моделью, подоонои [oj, ^ MV— (ЗП
имеет заданный темп роста а. Ее можно записать та
где

(1)'

т-0

с Al=Al+ {Co‘i-Ci'^°)Ct.
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А —А +соСь' ПР — требова-
* Условие V — это предполо?кенио пр<да^тивпостИедЬ^яотся аналогично L с за

вив наряду с III также \a—i)^{X{L\p>))i л
меной Дь на Лг.-, V" - ci>0 в дополнение к v . непосредственно в терми

** Очевидно, условие VIII можно (ка
нах параметров модели (1) — (6)-

Поступила
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