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Качество многопарамстрических объектов (изделий, проектов, управленческих решений и т. п.)
характеризуется вектором значений признаков, каждый из которых отражает определенное свойст
во объекта или составляющую его качества. Если требуется оценить выходное качество объекта в
целом, то итоговый показатель Q должен быть синте31грован по некоторому правилу и зачастую
ищется в виде линейной комбинации

(1)

где х,, — значения признаков отделы1ых свойств объектов; р,, .... рщ — весовые коэффи¬
циенты, отражающие степень влияния признаков на результирующий показатель качества, т. е..
их сравнительную важность.

Существуют различные критерии подсчета (оценки) коэффициентов р,-, причем иногда неко
торый произвол в выборе такого критерия порождает критику методов, основанных на функцио
налах (1) с фиксированными значениями р/. В связи  с этим целесообразно использовать рандоми-

реалнэацию т-мерной случайной величинызацию весовых коэффициентов, рассматривая их как

определенной на симплексе
т

5 = }(Pi,..., Pw): 2 р,-=1; Р,->0{.
/=1

В (1, 2] дополнительно предполагается, что все Р,- могут принимать лишь конечное множество
возможных значений

N- 11
(2).1} ,

NN

где дг _ заданное натуральное число, N > ш. Общее число L возможных реализаций ш-мерного слу
чайного вектора весов при этом также конечно: L = (/V + ш — !)● Распределение вектора весов будет

N

определено, если задать распределение вероятностей непосредственно на множестве всех L возмож-
основания считать их в равной степени приемлемыми, тоных реализаций. Если, в частности, есть

каждой из Них сопоставляется вероятность .
В более общей постановке задачи можно полагать, что вектор весовых коэффициентов подчи-

распределению Дирихле (этот факт сокращенно обозначим: (Р,, Р^) е Д («i,
т. е. плотность распределения в любой точке множества S имеет вид

а,-1

няется

Pт i
(3)f(Pi Рт) = Г (“I + “т) П

1=1 Г (ot/)

и равна нулю вне этого множества.
Положительные константы Oj, ..., <s,„ могут в данной задаче иметь смысл меры важности отдель

ных признаков объекта.
Таким образом показатель качества (1) и, следователыю, все выводы, основанные на нем,

приобретают вероятностный характер. Однако это неудобство безусловно окупается тем, что такой
подход позволяет охватить весьма широкий класс наборов весовых коэффишентов.

Пусть объекты характеризуются значениями признаков х^', .... х)^. В .качестве критерия
объектов Д(1) и рассмотрим вероятностьдля сравнения качества двух

>е.ь (4)
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где
m

G/= s Pfxf. (5)/●=1,2,
1=1

— значения рандомизированного показателя качества (1) сравниваемых объектов. Зная вероят
ность (4), можно принимать решения о предпочтительности объектов: 2 > 0,5 + 7 => объект
G(l) предпочтительнее, ff j_2 < 0,5 - 7 =» объект <?(2) предпочтительнее, 2 - 0,51 < 7 ^ объекты
значимо не различаются, где 7 - заданный уровень значимости различия.

Цель данной работы - нахождение критерия (4) для двух частных случаев модели рандомиза
ции, имеющих практический интерес.

Пусть Zj, ..., Zm - независимые в совокупности неотрицательные случайные величины, такие,
что Zj имеет плотность гамма^аспределения

а,-1
X

(6)е-^, х>0.
Г {сф

где а,- > 0. Тогда, как известно [3], для случайных величин

г/ (7)
Yi =

Zj + ...+ Zт

выполняется У^) GZ) (а,, .'..,0^).
Представив рандомизированные веса Р/в виде (7), запишем вероятность (4)

m  ,
=  д^г^>о1 =Р{Я, >Н^\,

1=1

где = -х^р, /=? 1, ...,от. Случайные величины
=‘2 Д^Z^, Яд = 2 Д/Z/

построены так, что для Н. суммирование ведется по всем i, для которых Д/ > 0, а для //,
всем /, для которых Д/ = -Д/ > 0. Т^им образом, обе величины в (9) - суммы, содержащие соот
ветственно т, положительных слагаемых (m^ +'т^ <т).

Согласно [2], если выполняется ограничение (2) и все реализации равновероятны, то при /V
zuiH любого к < т вектор рандомизированных весов (Pj, Рф сходится (по функции распределе
ния) к случайной величине (У,,..., Уф

(р„.:.,рф^{У,,:..,Уф

такой, что
к

(У,,.:.. У*, 1 - 2 У/)е£)(1 \,т-к).

(8)
^1,2

(9)

по

(10)
/=1

Следовательно, пределы1ый переход в модели с конечным числом равновероятных реализаций
т, модели, основанной на распределении Дирихле (3).●●●»приводит к частному случаю о/ = 1, / = 1,

Рассмотрим подробнее этот частный случай. Поскольку случайные величины имеют при
X > о плотность

1
^-х/Д,- (И)

fXi м =
А/

по числу слагаемых, что сумма +' ... + Х^ слагаемых снетрудно получить, применяя индукцию
плотностью (11), подчиняется (при Д^ ^ Д/) распределению с плотностью

X

к-2
к  - е

(12)f(x)= 2 ,1Ф1, X > о,
/=1 *:

п (Д/-Д/)
/=1

называемому обобщенным распределением Эрланга (^:  = 2,...).,,,
Формула (12) позволяет непосредственно получить плотности распределения вероятностей

Я, и Яа, определяемых в (9), полагая fc =т,, Л,. Теперь, применив очевидное соотношение

"1,2 = / ̂ Яа (*) (■*),
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где F — функция распределения указанной в индексе случайной величины, после несложных пре
образований получим окончательно

~mj —1m,
(13)"1,2= ?

/
S

Wj=1 1=1 Д,-+Д/
(Д/ -
ЦФк)

(Af - A;v)
(r=?bfc)

П П
k=l k=l

Если среди величин Д,- (или Ду) в (9) имеются равные между собой, например: Д, - Д^ - ...-
= Д, то, как известно, сумма к слагаемых с плотностью (11) здесь будет подчиняться рас--

пределению Эрланга с плотностью
хк-1

(fc~ 1)! Ак

при X > 0. Для этого случая также можно находить искомую вероятность однако рассчитывае
мые формулы окажутся гораздо сложнее (содержат неполную гамма-функцию).

В качестве иллюстрации рассмотрим два объекта, характеризуемые пятью признаками, значе
ния которых таковы

дг, Хз Л'э ^4 ●^s

0,2 0,8 0,2 0,9 0,4
0,7 0,7 0,8 0,5 0,2.

Все признаки для удобства измерены в относительных единицах: значения 0 и 1 показывают
соответственно наиболее низкую и наиболее высокую степени проявления того или иного призна
ка. Предполагается, что более высокие степени соответствуют и более высокому итоговому ка
честву объекта. Легко видеть, что по признакам Xj, и х^ прсдпочтителыюе объект (?(1), а по
остальным двум — (9(2). _

Найдем 3 значений Af. 0,1 0,4, 0,2, а также =2 значений Д/: 03, 03* Затем, применив
(13), получаем 2 = 0,35, т. е. при любом уровне различимости у, удовлетворяющем условию:
у < 0,15, объект 0(2), согласно критерию (4), следует считать более предпочтительным.

В приведенном примере, как нетрудно подсчювть, математические ожидания равдомюирован-
ных показателей качества (5) данных двух объектов будут: £" (G, )= 0,50, £’(Gj) - 038, однако
сама по себе разность этих математических ожиданий еще не позволяет судить о слезет пи
данные объекты считать существенно различающимися по их качеству. Эго лишний раз о равды-
вает использование критерия (4).

Применяя предельный переход (10) и представление (7), легко получить явный вид распре
деления рандомизированного показателя качества (5)

(14)

ш (/) -x)Zy<0 ЬFoi0c)=Pl S (х!1=1 *

и тогда, положив Д,- = х/ — х, можно воспользоваться (9) — (12).
Заканчивая рассмотрение первого частного случая модели (3). (5), заметим, что при производ

ных значениях ctf явно выражение критерия (4) рассчитать много труднее. Однако этот общий слу
чай представляет разве лишь теоретический интерес, поскольку на практике выбор конкре ых
значений ос:, т. е. .численная оценка сравнительной важности признаков объекта, может вызвать за-

констант всегда уязвимы для критики почтитрудаения . К тому же любой выбор и фиксация этих
в той же мере, что и выбор фиксированных значений самих весовых коэффициентов в нерандомизи
рованной модели (1). Поэтому в отличие от численных оценок важности признаков более естест
венной для данной задачи является информация об упорядочении признаков по степени их влия
ния на итоговое качество объекта. Такого рода данные в каждой практической ситуации могут
бьпъ получены от экспертов: они более достоверны, устойчивы и легко представимы в виде системы
отношений порядка

х/\.

понимаемых, как ’^признак Xf не менее важен, чем признак ху”.
Соответствующие числовые неравенства для рандомизированных весов

должны выполняться с вероятностью единица.
Рассмотрим частный случай, когда все признаки могут быть линейно упорядочены

Зададим на симплексе S* =[». р„): Е р, = 1,0<р, < ...<  j равномерное распределение.
т



считая в равной мере допустимым и любые векторы рандомизированных весов Р = (P^, Р^п),
удовлетворяющих с вероятностью единица условиям

т
S Pi=l, 0<Р, <...<Р,т (15)-
/=1

Нетрудно установить, что симплекс S переводится в S* линейным изоморфным отображением,
определяемьпи нижней треугольной матрицей С с элементами

1
1>/.Cij- m - / + 1
i<}.

Представив вектор "P’s S* в виде Р = СТ, где е 5  - новый вектор весов, сведем
модель с упорядоченными весами (15) к исходной модели.

Вернемся для иллюстрации к исходным данным (14). Пусть теперь в отличие от рассмотренного
ранее дополнительно известно, что XjS— ...G—■’с,» т. е. наименее существенным для итогового
показателя качества является первый признак, а наиболее существенным - пятый.

Итоговый показатель (5) качества объекта 0^0 запишем в матричной форме

Qj = XjP = XjCT,

где Xj — векторчггрока значений исходных признаков для объекта/.
Длядшшых (14) (после их умножения на О выражения (16) примут вид

Q^ ='0,50 Г, + 0,575 Tj + 0,50 + 0,65 + 0,40 Т^,

= 0,58 T^ + 0,550 Гз + 0,50 + 0,35 + 0,20 .

Теперь легко находим m^ значений Д/: 0,025; 0,30; 0,20, а также = I значение Д^: 0,08.
Применив (13), находим 2 = 0,953. Таким образом, почти для всех наборов весовых коэффи
циентов итоговый показатель качества у первого объекта оказывается выше, чем у второго, т. е..
получен вьгеод, противоположный тому, который был сделан в случае, когда упорядочение призна
ков не учитыЕ^ось. Разумеется, при ином упорядочении признаков (что легко достигается их
перенумерацией) результат и вывод могут быть иными.

Данный метод легко реализуется на ЭВМ и позволяет находить оценки и строить доверитель
ные интервалы для рандомизированного показателя качества, принимать управленческие решения
о предпочтимости одних объектов по сравнению с другими, а также о значимости таких предпочте
ний. В отличие от прямого перебора на ЭВМ всех допустимых наборов весов Р( (при конеч¬
ном N), данный метод дает заметную экономию машинного времени, допуская работу с ЭВМ в диа
логовом режиме.

о.

(16)
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